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1.1   基本概念

Chapter 1  概率论的基本概念

1.1  基本概念

样本空间与样本点 对于一个随机的试验 𝐸，其实验的所有可能的结构构成一个集合，此集
合称为随机实验 𝐸 的样本空间，记为 𝑆，样本空间的每一个元素被称为一个样本点。

随机事件 随机试验 𝐸 的样本空间 𝑆 的子集 𝐴 被称为 𝐸 的一个随机事件。特别的，由一
个样本点组成的单点集，称为 基本事件，样本空间 𝑆 是自身的子集，且每次实验中必
然发生，称 𝑆 为 𝐸 的必然事件，空集 ∅ 不包含任何样本点，也为样本空间 𝑆 的子集，
其在每次实验中必然不发生，∅ 称为 𝐸 的不可能事件。

事件空间 在随机试验 𝐸 中的所有随机事件构成一个集合 ℱ（集合的每一个元素也是集合），
此集合被称为事件空间

事件本质上是样本空间的一个子集，因此事件之间的运算自然按集合论中集合之间的运算处

理。具体而言，有：

1. 𝐴 ⊆ 𝐵 表示事件 𝐵 包含事件 𝐴，若 𝐴 发生则 𝐵 一定也发生
2. 𝐴 = 𝐵 表示 𝐴 ⊆ 𝐵 且 𝐵 ⊆ 𝐴
3. 𝐴 + 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 or 𝑥 ∈ 𝐵}
4. 𝐴𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 and 𝑥 ∈ 𝐵}
5. 𝐴 − 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 and 𝑥 ∉ 𝐵}
6. 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅，称 𝐴 与 𝐵 互斥
7. 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑆, 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅，称 𝐴 与 𝐵 互为逆事件，互为对立事件
8. 记 𝐴 的对立事件为 ̅𝐴 = 𝑆 − 𝐴

De Morgan 律（对偶率） ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅𝐴 + 𝐵 = ̅𝐴�̅�, ̅̅̅̅̅̅̅̅̅𝐴𝐵 = ̅𝐴 + �̅�

上述定律可推广到 𝑛 个事件：

̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅
⋃
𝑛

𝑖=1
𝐴𝑖 = ⋂

𝑛

𝑖=1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝐴𝑖,
̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅
⋂
𝑛

𝑖=1
𝐴𝑖 = ⋃

𝑛

𝑖=1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝐴𝑖

Definition 1.1.1 (概率):  设随机试验 𝐸 的样本空间为 𝑆，ℱ 为 𝑆 的某些子集组成
的一个事件空间，如果对任一事件 𝐴 ∈ ℱ，定义在 𝐹  上的一个实值函数 𝑃(𝐴) 满足如
下性质：

1. 非负性：∀𝐴 ∈ ℱ, 𝑃(𝐴) ≥ 0
2. 规范性（归一性）：𝑃(𝑆) = 1
3. 可列可加性：∀𝐴1, 𝐴2, … ∈ ℱ, 且满足 𝐴𝑖𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ ℝ，有：

1



DRAFT

Chapter 1   概率论的基本概念

𝑃(⋃
∞

𝑖=1
) = ∑

∞

𝑖=1
𝑃(𝐴𝑖)

则我们称 𝑃  是 ℱ 上的概率测度，称 𝑃(𝐴) 是 𝐴 的概率。

Remark :  这里的“可列可加”实际上是由测度论带来的，这里的“可列”要求事件序列 𝐴𝑖 是无
穷长的，且是可数无穷。

当只有有限个事件序列时（比如只有 𝑛 个）我们只需要简单地将 𝐴𝑖(𝑖 > 𝑛) 全部定义为
空集即可,换句话说，对于有限个互不相容的事件序列 𝐴1, …, 𝐴𝑛，有：

𝑃(⋃
𝑛

𝑖=1
𝐴𝑖) = ∑

𝑛

𝑖=1
𝑃(𝐴𝑖)

实际上，上述性质被称为“有限可加性”，而“可列可加性”是其到无穷情况的推广，“可列可
加性”可以推出“有限可加性”，但“有限可加性”不能推导得到“可列可加性”。因此，我们不
可用“有限可加性”去替代“可列可加性”，即使我们大多数情况下只处理有限的情况。

换句话说，所谓概率，就是一个从事件空间 ℱ 到 ℝ 上的一个映射，且满足上面三个条
件。实际上，概率的公理化条件并不直接告诉我们在实际问题中如何计算 𝑃(𝐴)，其只告诉
了我们什么是 𝑃(𝐴)（实际上很多数学上的公理化定义都如此），𝑃(𝐴) 的具体计算要根据问
题的条件和背景得到。

Mark :  对于不可列的样本空间，需要注意其中的可列个点集的概率可以¹为 0.

概率空间 所谓概率空间是一个三元组，包含样本空间 𝑆，事件集合 ℱ 和概率测度 𝑃 , 记为
(𝑆, ℱ, 𝑃)

1.2  概率公式的基本计算

Theorem 1.2.1 (加法公式（Jordan 公式）):  对于概率空间 (𝑆, ℱ, 𝑃) 若 𝐴1, …, 𝐴𝑛 ∈
ℱ，则：

𝑃(⋃
𝑛

𝑖=1
𝐴𝑖) = ∑

𝑛

𝑘=1
(−1)𝑘−1 ∑

1≤𝑖1<…<𝑖𝑛≤𝑛
𝑃(𝐴𝑖1

…𝐴𝑖𝑘
)

¹一般而言不可列样本空间中可列点集的概率测度一般都为 0，但测度论中确实有其他情况使得可列点集
的概率测度不为 0.

2
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1.3   条件概率和独立性

Theorem 1.2.2 (减法公式):  对于概率空间 (𝑆, ℱ, 𝑃)，若 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ，则：

𝑃(𝐴 − 𝐵) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴𝐵)

Theorem 1.2.3 (乘法公式):  对于概率空间 (𝑆, ℱ, 𝑃)，若 𝐴1, …, 𝐴𝑛 ∈ ℱ，则：

𝑃(𝐴1…𝐴𝑛) = ∏
𝑛

𝑖=1
𝑃(𝐴𝑖|𝐴1…𝐴𝑖−1) = ∑

𝑛

𝑘=1
∑

𝑖1<⋯<𝑖𝑘

(−1)𝑘−1𝑃(𝐴𝑖1
∪ … ∪ 𝐴𝑖𝑘

)

Theorem 1.2.4 (全概率公式):  对于概率空间 (𝑆, ℱ, 𝑃)，若 𝐵, 𝐴1, …, 𝐴𝑛 ∈ ℱ，其中
𝐴𝑖 是 𝑆 的分割（又称完备事件群，英文为 Partition），则：

𝑃(𝐵) = ∑
𝑗

𝑃(𝐴𝑗)𝑃(𝐵|𝐴𝑗)

Theorem 1.2.5 (Bayes 公式):  对于概率空间 (𝑆, ℱ, 𝑃)，若 𝐵, 𝐴1, …, 𝐴𝑛 ∈ ℱ，其中
𝐴𝑖 是 𝑆 的分割，则：

𝑃(𝐴𝑖|𝐵) = 𝑃(𝐴𝑖)𝑃 (𝐵|𝐴𝑖)
∑𝑗 𝑃(𝐴𝑗)𝑃(𝐵|𝐴𝑗)

1.3  条件概率和独立性

Definition 1.3.1 (条件概率):  设 𝐴, 𝐵 是两个事件，且 𝑃(𝐴) > 0，称：

𝑃(𝐵|𝐴) = 𝑃(𝐴𝐵)
𝑃(𝐴)

为事件 𝐴 发生的条件下事件 𝐵 发生的条件概率。

条件概率具有如下性质：给定事件 𝐴 发生，𝑃(𝐴) > 0：

• 0 ≤ 𝑃(𝐵|𝐴) ≤ 1
• 0 ≤ 𝑃(𝑆|𝐴) = 1
• 若 𝐵1𝐵2 = ∅，则 𝑃(𝐵1 + 𝐵2|𝐴) = 𝑃(𝐵1|𝐴) + 𝑃(𝐵2|𝐴)

3
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独立性 对于试验 𝐸 中的两个事件 𝐴, 𝐵，若事件 𝐴 发生的概率对事件 𝐵 发生的概
率无影响，即 𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)，则我们称事件 𝐴 与 𝐵 互相独立。 更一般地，若
𝑃(𝐴1𝐴2…𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1)𝑃 (𝐴2)…𝑃(𝐴𝑛) 则我们称 𝐴1, 𝐴2, …, 𝐴𝑛 相互独立。

Mark :注意一般而言 𝐴1, …, 𝐴𝑛 两两独立和相互独立并不相同. 具体而言，两两独立
指的是从 𝐴1, …, 𝐴𝑛 中任取两个，均有 𝑃(𝐴𝑖𝐴𝑗) = 𝑃(𝐴𝑖)𝑃(𝐴𝑗). 而相互独立指的是
𝑃(𝐴1…𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴𝑖)…𝑃(𝐴𝑛). 相互独立一定两两独立，但两两独立不一定相互独立.

图 1.3-1 Borronmean Ring,
任意两个环两两不相交，但整体无法解开

Mark :这里需要区分 𝐴, 𝐵 独立和 𝐴, 𝐵 对立的区别。实际上，事件 𝐴, 𝐵 的独立性和
对立性不可能同时成立，若已知 𝐴, 𝐵 对立，且 𝐴 不成立，则我们可以马上得到 𝐵 成
立，显然这不符合 𝐴, 𝐵 互相独立的定义.

另外，𝐴, 𝐵 对立很容易在 Venn 图中表示，但 𝐴, 𝐵 独立不然，究其原因是因为
Venn 图并无体现数量关系，故无法表示 𝐴, 𝐵 独立这一数量关系.

1.4  古典概率模型

古典概型 若试验 𝐸 满足两个条件：1. 样本空间 𝑆 是有限的集合。2. 𝑆 中的每个样本点发
生的可能性相同。则我们称这种试验为等可能概型，又称古典概型。

在古典概型中，取样本空间 𝑆 = {𝑒1, …, 𝑒𝑛}，其中 𝑒1, …, 𝑒𝑛 代表该随机试验的 𝑁  个结果，
事件域 ℱ 取为 2𝑆（即 𝑆 的所有子集都是事件），且每个基本事件发生的可能性相同，即

𝑃({𝑒1}) = 𝑃({𝑒2}) = … = 𝑃({𝑒𝑛})

若事件 𝐴 包含 𝐾 个基本事件，即 𝐴 = {𝑒𝑖1
} ∪ … ∪ {𝑒𝑖𝑛

}，则给出概率测度 𝑃  如下：

𝑃(𝐴) = 𝐾
𝑁

= ∑
𝑒∈𝐴

1
𝑁

由于古典概型的概率与计数直接相关，因此下文中简要介绍一些基本的组合计数方法：

4



DRAFT

1.4   古典概率模型

乘法原理 设某个试验共包含 𝑟 个依次执行的阶段，其中：1. 第一个阶段总共有 𝑛1 个可能
的结果。2. 在完全前面的 𝑖 − 1 个阶段并得到一个相应的结果后，第 𝑖 个阶段将总共有
𝑛𝑖 个可能的结果。则该试验一共有 𝑛1 ⋅ 𝑛2 ⋅ … ⋅ 𝑛𝑟 个可能的结果。

加法原理 设完成某个试验有 𝑟 种不同的途径，且只能在这 𝑟 种途径中选一种来完成该试验。
若采取第 𝑖 种途径时总共有 𝑛𝑖 种可能的结果，则该试验一共有 𝑛1 + 𝑛2 + … + 𝑛𝑟 种可
能的结果。

排列 假设有 𝑛 个不同的个体，从中选出 𝑛 个并将其排成一个序列，则总共有：

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)…(𝑛 − 𝑚 + 1) = 𝑛!
(𝑛 − 𝑚)!

个可能的组合方式。

组合 假设一个集合包含 𝑛 个不同的元素，我们需要从中选出 𝑚 个元素构成一个子集，则
可能得到的子集总共有：

𝑛(𝑛 − 1)…(𝑛 − 𝑚 + 1)
𝑚!

= 𝑛!
𝑚!(𝑛 − 𝑚)!

个，上式给出的整数常常又被称为二项式系数，记作 ( 𝑛
𝑚

)

多项式系数 给定一组自然数 𝑛1, 𝑛2, …, 𝑛𝑟，以及 𝑛 = 𝑛1 + … + 𝑛𝑟，定义多项式系数为：

( 𝑛
𝑛1, 𝑛2, …, 𝑛𝑟

) = 𝑛!
𝑛1!𝑛2!…𝑛𝑟!
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Chapter 2  随机变量及其分布

2.1  随机变量

“随机变量”可以看成是将“底层”的概率空间 (𝑆, ℱ, 𝑃) “包装”成分布函数，分布列，概
率密度等方便使用微积分等分析工具的“接口”，从而为我们对概率进行建模提供了莫大的
便利.

Definition 2.1.1 (随机变量):  设 (𝑆, ℱ, 𝑃) 为一概率空间，我们将定义在 𝑆 上的实
值函数 𝑋 : 𝑆 → ℝ 称作一个随机变量，若对于任意 ℝ 中的区间 𝐼，均有：

{𝑒 ∈ 𝑆|𝑋(𝑒) ∈ 𝐼} ∈ ℱ

上述定义中，要求 {𝑒 ∈ 𝑆|𝑋(𝑒) ∈ 𝐼} ∈ ℱ，其保证了 {𝑒 ∈ 𝑆|𝑋(𝑒) ∈ 𝐼} 的概率都是有定
义的，也就是对任意区间 𝐼，我们都可以谈论“随机变量的取值落在 𝐼 中”这一事件的概率.

Remark :  上述条件实际上是从可测性而来，即对于实数轴上的任意的“合理”的子集（Borel
集），其原像都必须是一个可测事件（即属于事件域）同时，上述要求的一个常见的等价描述

如下：“对于任意实数 𝑥，集合 {𝑒|𝑋(𝑒) ≤ 𝑥} 有确定的概率”.

另外，不满足上述条件的情况实际应用中极少出现，相关例子基本属于高等概率论的内

容，其基本都是数学上卡 BUG 而来，一般可忽略不理.

对于给定的随机变量 𝑋 以及关于实数 𝑥 的命题 𝜑(𝑥)，我们常用记号 {𝜑(𝑋)} 表示集
合 {𝑒 ∈ 𝑆|𝜑(𝑋(𝑥)) 成立}，例如：

{𝑋 > 2} = {𝑒 ∈ 𝑆 | 𝑋(𝑥) > 2}

同时，上述集合显然构成一个事件，此事件发生的概率可简记为：𝑃{𝜑(𝑋)}.

随机变量之间可以进行运算，具体而言，给定 𝑛 个随机变量 𝑋1, 𝑋2, …, 𝑋𝑛 以及函数 𝑓 :
ℝ𝑛 → ℝ，我们用 𝑓(𝑋1, …, 𝑋𝑛) 表示将 𝑒 ∈ 𝑆 映射为 𝑓(𝑋1(𝑒), 𝑋2(𝑒), …, 𝑋𝑛(𝑒)) 的函数.

2.2  离散型随机变量及其分布律

Definition 2.2.1 (离散型随机变量、分布列):  设 𝑋 为一随机变量，若 𝑋 只有可数
多个可能的取值，则称 𝑋 为离散型随机变量.

同时，我们定义分布列 𝑝𝑋 : ℝ → [0, 1] 为：

6
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𝑝𝑋(𝑥) = 𝑃{𝑋 = 𝑥}, 𝑥 ∈ ℝ

显然，分布列满足如下性质：

Theorem 2.2.1 :  设 𝑋 为一离散型随机变量，𝑝𝑋 为其分布列，则：
1. 对任意 𝑥 ∈ ℝ，均有 𝑝𝑋(𝑥) ≥ 0
2. {𝑥 ∈ ℝ|𝑝𝑋(𝑥) > 0} 为可数集
3. ∑𝑥 𝑝𝑋(𝑥) = 1

此定理的逆定理同样成立.

2.3  常见离散型随机变量

2.3.1  Bernoulli 分布

Bernoulli 试验 我们称事件 𝐸 为 Bernoulli 试验，当试验 𝐸 中有且只有两种可能的结果：
𝐴 以及 ̅𝐴.

Definition 2.3.1 (Bernoulli 分布):  若事件 𝐸 为 Bernoulli 试验，记随机变量 𝑋 为
事件 𝐴 出现的次数，且只可能取 0 或 1，则称随机变量 𝑋 服从 Bernoulli 分布，记为
𝑋 ∼ 𝐵(1, 𝑝)，其分布列为：

𝑃{𝑋 = 𝑘} = 𝑝𝑘(1 − 𝑝)1−𝑘, 𝑘 ∈ {0, 1}

其中 𝑝 为事件 𝐴 发生的概率.

其特征如下：

• 数学期望：𝐸(𝑋) = 𝑃(𝐴)
• 方差：𝐷(𝑋) = 𝑝(1 − 𝑝)

Bernoulli 分布又被称为两点分布或(0 − 1) 分布.

2.3.2  二项分布

𝑛 重 Bernoulli 试验 若事件 𝐸 为 Bernoulli 试验，且独立重复 𝑛 次，则称这一串重复的
试验为 𝑛 重 Bernoulli 试验.
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Definition 2.3.2 (二项分布):  若事件 𝐸 为 𝑛 重 Bernoulli 试验，记 𝑋 为事件 𝐴 出
现的次数，取值为 0, 1, …, 𝑛，则称随机变量 𝑋 服从二项分布，记为 𝑋 ∼ 𝐵(𝑛, 𝑝)，其
分布列为：

𝑃{𝑋 = 𝑘} = 𝑏(𝑘; 𝑛, 𝑝) = (𝑛
𝑘

)𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘

其中，𝑝 为每一此试验中 𝐴 出现的概率.

其具有如下性质：

• 对称性：𝑏(𝑘; 𝑛, 𝑝) = 𝑏(𝑛 − 𝑘; 𝑛, 1 − 𝑝)
• 单调性：当 𝑘 ≤ (𝑛 + 1)𝑝 时单调增，当 𝑘 > (𝑛 + 1)𝑝 时单调减
• 当 𝑝 相当小时，可以使用 Poisson 逼近，有：

𝑏(𝑘; 𝑛, 𝑝) ≈ (𝑛𝑝)𝑘

𝑘!
e−𝑛𝑝

其特征如下：

• 数学期望：𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝
• 方差：𝐷(𝑋) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)
• 特征函数：𝑓(𝑡) = (𝑝ei𝑡 + 𝑞)𝑛

2.3.3  超几何分布

Definition 2.3.3 (超几何分布):  某批 𝑁  件产品有 𝑀  件次品，随机抽出 𝑛 件，令
随机变量 𝑋 为抽出次品数量，称其满足超几何分布，记为 𝑋 ∼ 𝐻(𝑛, 𝑀, 𝑁)，其分布
列为：

𝑃{𝑋 = 𝑘} = 𝑓(𝑘; 𝑛, 𝑀, 𝑁) =
(𝑀

𝑁 )(𝑁−𝑀
𝑛−𝑘 )

(𝑁
𝑛 )

, 0 ≤ 𝐾 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁, 𝑘 ≤ 𝑀

当 𝑁 ≫ 𝑛 时，可以使用二项分布近似.

2.3.4  Poisson 分布

Definition 2.3.4 (Poisson 分布):  设 𝜆 > 0 且随机变量 𝑋 可以取一切非负整数，则
称随机变量 𝑋 服从 Poisson 分布，若：

𝑃{𝑋 = 𝑘} = 𝜆𝑘

𝑘!
e−𝜆, 𝑘 ∈ ℕ
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其特征如下：

• 数学期望：𝐸(𝑋) = 𝜆
• 方差：𝐷(𝑋) = 𝜆
• 特征函数：𝑓(𝑡) = e𝜆(ei𝑡−1)

2.3.5  几何分布

Definition 2.3.5 (几何分布):  在成功概率为 𝑝 的 Bernoulli 试验中，记随机变量 𝑋
为首次试验时试验的次数，其可能的取值为 1, 2, …，则称随机变量 𝑋 服从几何分布，
记为 𝑋 ∼ 𝐺(𝑝)，其分布列为：

𝑃{𝑋 = 𝑘} = 𝑔(𝑘; 𝑝) = 𝑝(1 − 𝑝)𝑘−1, 𝑘 ∈ ℕ+

其特征如下：

• 数学期望：𝐸 = 1
𝑝

同时，几何分布还具有无记忆性，即若已知前 𝑚 次都没有成功，设达到首次成功的等
待时间为 𝑇，则 𝑃(𝑇 = 𝑘) = 𝑝(1 − 𝑝)𝑘−1, 𝑘 ∈ ℕ+ 同 𝑚 无关，离散分布中只有几何分布有
此性质.

2.3.6  Pascal 分布

Definition 2.3.6 (Pascal 分布):  在成功概率为 𝑝 的 Bernoulli 试验中，记随机变量
𝑋 为成功第 𝑟 次出现时的试验次数，取值为 𝑟, 𝑟 + 1, …，称随机变量 𝑋 服从 Pascal
分布，其分布列为：

𝑃{𝑋 = 𝑘} = (𝑘 − 1
𝑟 − 1

)𝑝𝑟(1−𝑝)𝑘−𝑟 , 𝑘 = 𝑟, 𝑟 + 1, …

上述可推广成负二项分布：

Definition 2.3.7 (负二项分布):  对任意实数 𝑟 > 0，称

𝑁𝑏(𝑘; 𝑟, 𝑝) = (−𝑟
𝑘

)𝑝𝑟(𝑝 − 1)𝑘, 𝑘 ∈ ℕ

为负二项分布.

2.4  连续型随机变量及其分布律
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Definition 2.4.1 (连续型随机变量、概率密度函数):  设 𝑋 是随机变量，如果存在非
负函数 𝑓(𝑥) 使得对任何满足 −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞ 的 𝑎, 𝑏 有：

𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥

就称 𝑋 是连续型随机变量，称 𝑓(𝑥) 是 𝑋 的概率密度函数，简称为概率密度.

显然，概率密度函数满足如下性质：

Theorem 2.4.1 :  设 𝑓(𝑥) 是 𝑋 的概率密度，则 𝑓(𝑥) 有如下的基本性质：
• ∫∞

−∞
𝑓(𝑥) d𝑥 = 1

• 𝑃(𝑋 = 𝑎) = 0. 于是可推出 𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏)
• 对数集 𝐴（严格意义下要求可测性）有：𝑃(𝑋 ∈ 𝐴) = ∫

𝐴
𝑓(𝑥) d𝑥

2.5  常见连续型随机变量

2.5.1  均匀分布

Definition 2.5.1 (均匀分布):  设 𝑎, 𝑏 为有限数，则密度函数为：

𝑝(𝑥) =

{{
{{
{{
{ 1

𝑏 − 𝑎
 if 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

0  Others

此被称为 [𝑎, 𝑏] 上的均匀分布.

• 其分布函数如下：

𝐹(𝑥) =

{{
{{
{
{{
{{0  if 𝑥 ≤ 𝑎

𝑥 − 𝑎
𝑏 − 𝑎

 if 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏

1  if 𝑥 > 𝑏

• 若 𝜃 服从 [0, 1] 均匀分布，那么对任意分布函数 𝐹(𝑥)，令 𝜉 = 𝐹−1(𝜃)，则不难看出 𝜉 是
服从分布函数 𝐹  的随机变量.

其特征如下：
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• 数学期望：𝐸(𝑋) = 𝑏+𝑎
2

• 方差：𝐷(𝑋) = (𝑏−𝑎)2

12

2.5.2  正态分布

Definition 2.5.2 (正态分布):  密度函数为

𝑝(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎

e− (𝑥−𝜇)2

2𝜎2 , 𝑥 ∈ ℝ

其中 𝜎 > 0, 𝜇, 𝜎 为常数，上述分布记为 𝑁(𝜇, 𝜎2).

• 其分布函数如下：

𝐹(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎

∫
𝑥

−∞

e−(𝑦−𝜇)2

2𝜎2 d𝑦, 𝑥 ∈ ℝ

• 当 𝜇 = 0, 𝜎 = 1 时称其为标准正态分布，其密度函数和分布函数分别记为 𝜙 和 Φ

其具有如下性质：

• 若 𝜉 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2)，则 𝜂 = 𝜉−𝜇
𝜎 ∼ 𝑁(0, 1)

• 若 𝜉 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2)，则 𝐹(𝑥) = 𝑃(𝜉−𝜇
𝜎 < 𝑥−𝜇

𝜎 ) = Φ(𝑥−𝜇
𝜎 )，且 𝑃(|𝜉 − 𝜇| < 𝑘𝜎) = 2Φ(𝑘) −

1，且 𝑃(𝑎 ≤ 𝜉 ≤ 𝑏) = Φ(𝑏−𝜇
𝜎 ) − Φ(𝑎−𝜇

𝜎 )
• 相互独立分布相同的两个随机变量 𝜉, 𝜂 如果满足密度函数不等于 0 且二阶可导，且 𝜉 +

𝜂,𝜉 − 𝜂 相互独立，那么 𝜉, 𝜂, 𝜉 + 𝜂, 𝜉 − 𝜂 都服从正态分布.

其特征如下：

• 数学期望：𝐸(𝑋) = 𝜇
• 方差：𝐷(𝑋) = 𝜎2，𝜎 被称为标准差
• 特征函数：𝑓(𝑡) = exp(i𝜇𝑡 − 1

2𝜎2𝑡2)

2.5.3  指数分布

Definition 2.5.3 (指数分布):  密度函数为

𝑝(𝑥) =
{{
{
{{𝜆e−𝜆𝑥  if 𝑥 ≥ 0

0  if 𝑥 < 0

这里 𝜆 > 0 为参数，称为指数分布，记为 Exp(𝜆).

其具有如下性质：
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• 无记忆性：对于任意的 𝑠, 𝑡 > 0，有 𝑃(𝜉 ≥ 𝑠 + 𝑡|𝜉 ≥ 𝑠) = 𝑃(𝜉 ≥ 𝑡)（连续分布里只有指数
分布有此性质）

其特征如下：

• 数学期望：𝐸 = 1
𝜆

2.5.4  Erlang 分布

Definition 2.5.4 (Erlang 分布):  对于任意的 𝑟 ∈ ℕ+, 𝜆 > 0，密度函数：

𝑝(𝑥) = 𝜆𝑟

(𝑟 − 1)!
𝑥𝑟−1e−𝜆𝑥, 𝑥 > 0

称为 Erlang 分布.

2.5.5  Γ 分布

Definition 2.5.5 (Γ 分布):  对任意的 𝑟, 𝜆 > 0，密度函数：

𝑓(𝑥) =

{{
{{
{{
{ 𝜆2

Γ(𝑟)
𝑥𝑟−1e−𝜆𝑥  if 𝑥 > 0

0  if 𝑥 ≤ 0

称为 Γ 分布.

2.5.6  𝜒2 分布

Definition 2.5.6 (𝜒2 分布):  密度函数为：

𝑝(𝑥) = 1
2𝑛/2Γ(𝑛/2)

𝑥𝑛/2−1e−(𝑥/2), 𝑥 > 0

的分布称为具有自由度 𝑛 的 𝜒2 分布，记作 𝜒2
𝑛.

• 不难得知 𝜒2 分布是 Γ 分布的特例.
• 若相对独立的 𝜒2 分布 𝜉, 𝜂 自由度分别为 𝑚, 𝑛，则 𝜉 + 𝜂 服从 𝑚 + 𝑛 的 𝜒2 分布.
• 对相对独立且服从 𝑁(0, 1) 的随机变量 𝜉1, …, 𝜉𝑛，则 𝜂 = 𝜉2

1 + … + 𝜉2
𝑛 服从 𝜒2 分布.
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Chapter 3  多维随机变量

3.1  随机向量及其联合分布

许多情况下，我们关系不止一个随机变量，而是多个随机变量 𝑋1, …, 𝑋𝑛 的相互关系，
此时我们可以将这些随机变量作为整体进行研究，故有随机向量定义如下：

Definition 3.1.1 (随机向量):  给定 𝑛 个随机变量 𝑋1, …, 𝑋𝑛，我们将它们构成的有

序组 (𝑋1, …, 𝑋𝑛) 称为 𝑛 维随机向量.

Note :我们默认将形如 (𝑎1, …, 𝑎𝑛) 的有序组（包括数组和随机向量）均看成列向量.

对于随机向量，上述定义可进行推广如下：

Definition 3.1.2 (离散型随机向量、联合分布列):  若 𝑋1, …𝑋𝑛 均为离散型随机变量，
则称 𝑿 = (𝑋1, …, 𝑋𝑛) 为离散型随机向量，其联合分布列被定义为函数：

𝑝𝑋1,…𝑋𝑛
(𝑥1, …, 𝑥𝑛) = 𝑃{𝑋1 = 𝑥1, …𝑋𝑛 = 𝑥𝑛}

3.2  离散型随机向量及其分布律

3.3  常见离散型随机向量

3.3.1  多项分布

Definition 3.3.1 (多项分布):  设试验可能的结果为 𝐴1, …, 𝐴𝑟，𝑃(𝐴𝑖) = 𝑝𝑖，且 𝑝1 +
… + 𝑝𝑖 = 1，重复 𝑛 次试验，每次试验独立，记随机变量 𝑋𝑖 为 𝐴𝑖 出现次数，则称随
机向量 (𝑋1, …, 𝑋𝑟) 服从多项分布，分布列为：
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Chapter 3   多维随机变量

𝑃{𝑋1 = 𝑘1, …, 𝑋𝑟 = 𝑘𝑟} = 𝑛!
𝑘1!…𝑘𝑟!

𝑝𝑘1
1 …𝑝𝑘𝑟𝑟

其具有如下性质：

• 协方差：con(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = −𝑛𝑝𝑖𝑝𝑗

• 相关系数：𝜌 = −√
𝑝𝑖𝑝𝑗

(1−𝑝𝑖)(1−𝑝𝑗)

3.3.2  多元超几何分布

Definition 3.3.2 (多元超几何分布):  设袋子中有 𝑁𝑖 个 𝑖 号球，𝑖 = 1, 2, …, 𝑟，且 𝑁1 +
… + 𝑁𝑟 = 𝑁，从中摸出 𝑛 只，记随机变量 𝑋𝑖 为 𝑖 号球出现的次数，则称随机向量
(𝑋1, …, 𝑋𝑟) 服从多元超几何分布，分布列为：

𝑃(𝑋1 = 𝑛1, …𝑋𝑟 = 𝑛𝑟)
(𝑁1

𝑛1
)…(𝑁𝑟

𝑛𝑟
)

(𝑁
𝑛 )

3.4  连续型随机向量及其分布律

3.5  常见连续型随机向量

3.5.1  多元均匀分布

Definition 3.5.1 (多元均匀分布):  若 𝐺 ⊂ ℝ𝑛 的正测有限区域，则密度函数：

𝑝(𝑥1, …, 𝑥𝑛) =

{{
{{
{{
{ 1

𝑚(𝐺)
 if (𝑥1, …, 𝑥𝑛) ∈ 𝐺

0  if (𝑥1, …, 𝑥𝑛) ∉ 𝐺

称为多元均匀分布.

3.5.2  多元正态分布
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3.5   常见连续型随机向量

Definition 3.5.2 (多元正态分布):  若 𝚺 = (𝜎𝑖𝑗) 是 𝑛 阶正定矩阵，设逆矩阵 𝚺−1 =
(𝛾𝑖𝑗)，设 𝝁 = (𝜇1, …, 𝜇𝑛)𝖳 为任意实值列向量，则有密度函数：

𝑝(𝑥1, …, 𝑥𝑛) = 1
(2𝜋)𝑛/2(det 𝚺)1/2 exp(−1

2
∑

𝑛

𝑗,𝑘=1
𝑟𝑗𝑘(𝑥𝑗 − 𝜇𝑗)(𝑥𝑘 − 𝜇𝑘))

= 1
(2𝜋)𝑛/2(det 𝚺)1/2 exp(−1

2
(𝒙 − 𝝁)𝖳𝚺−1(𝒙 − 𝝁))

定义的分布为 𝑛 元正态分布，记为 𝑁(𝝁, 𝚺).
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Chapter 4   杂七杂八

Chapter 4  杂七杂八

4.1  概率的连续性

4.2  测度论简介
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5.1   Test Section

Chapter 5  Typst 测试章节

5.1  Test Section

§ 5.1

5.2  Test Test Test 02
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