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Chapter 1

复变函数

1.1 复变函数的导数和微分

Definition 1.1.1 (导数).设函数 f (z) 是区域 G 上定义的单值函数，若在点 z 处存在极限：

lim
∆z→0

f (z +∆z)− f (z)

∆z

且与 ∆z → 0 的方式无关，则称函数 f (z) 在 z 点的导数存在.

Definition 1.1.2 (可微).若函数 w = f (z) 在 z 处的改变量 ∆w = f (z +∆z)−f (z) 可以写为：

∆w = A (z)∆z + ρ (∆) , lim
∆z→0

ρ (z)

∆z
= 0

则函数 f (z) 在 z 处可微，其线性部分被称为函数的微分.

可以证明，函数在 z 处可导和可微互为充要条件，因此 df (z) = f ′ (z) dz.
上述式子中我们可以得到复变函数的导数的几何意义：若函数 f (z)在 z0 处可导，则在 z0 处的

小邻域经过函数 f (z) 的变换相当于乘上一个固定的复数 f ′ (z0). 又因为乘上一个固定的复数相当
于进行了拉伸和旋转两步，其不会经历剪切过程，因此此变换是一个保角变换1.

Theorem 1.1.1 (Cauchy - Riemann 条件).设复变函数 f (z) = u (x, y) + iv (x, y) 可导，则其一
个必要不充分条件是函数 f (z) 满足：

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y

若在极座标下，则满足：

∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ

C-R 条件其实可以借助几何直观的推出. 若函数在 z0 可导，则该函数在 z0 处的小邻域内是保

角变换，因此，其实轴的基矢的位移与虚轴的基矢的位移模长相等，方向正交. 也就是：

dv = i · du

例如，在直角坐标下，我们先写出 u, v 的全微分：

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

dv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy

同时，我们知道直角坐标下 dx 和 dy 的关系：dy = i · dx. 因此：
1
当然，这要求 f

′
(z0) ̸= 0，f (z) = 0 的保角性需要额外讨论.
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dv =

(
∂v

∂x
+ i∂v

∂y

)
dx =

(
−∂u

∂y
+ i∂u

∂x

)
dx = idu

故：

∂v

∂x
= −∂u

∂y
,

∂v

y
=

∂u

∂x

即直角坐标下 C-R 条件. 同理，在极座标下：

du =
∂u

∂r
dr + ∂u

∂θ
dθ

dv =
∂v

∂r
dr + ∂v

∂θ
dθ

同时，在极座标下 dr 和 dθ 的关系：rdθ = idr，因此：

dv =

(
∂v

∂r
+

i
r

∂v

∂θ

)
dr =

(
−1

r

∂u

∂θ
+ i∂u

∂r

)
= idu

故：

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ
,

1

r

∂v

∂θ
=

∂u

∂r

如果一个函数 f (z) 在 z0 处满足 C-R 条件，仍不能说明 f (z) 在 z0 处可导，C-R 条件只是可
导的必要条件并不是充分条件，C-R 条件只保证了 ∆z 以平行于实轴和虚轴这两种特殊方式趋近于

0 时，极限逼近与同一个值.
一个可导的充分条件是，函数 f (z) = u + iv 的实部和虚部在 z0 = (x, y) 处均可微，也就是

∂xu, ∂yu, ∂xv, ∂yv 四个偏导数存在且连续，同时满足 C-R 条件，则该函数在 z0 可导.

1.2 解析函数和多值函数

Definition 1.2.1 (解析函数).若函数 f (z) 在区域 G 内处处可导，则函数 f (z) 在 G 内解析.

• 解析函数的实部和虚部不是独立的，知道了其中之一，根据 C-R 条件就可以唯一地确定另外
一个.（当然有可能相差一个常数）

• 不是任意的二元函数都可以作为解析函数的实部和虚部，它们必须是调和函数，即 f (z) = u+iv
的 u 和 v 需要满足 Laplace 方程.

∇2u = 0, ∇2v = 0

• 如果一个函数 f (z) 是解析函数，则这一个函数必定是单值函数，也就是对于定义域中任意一

个自变量 z，有且只有一个对应的函数值 f (z). 这是因为如果函数是多值函数，则当 ∆z 从不

同路径趋于 0 时，f (z +∆z) 有可能会到不同的分支上，从而使得极限依赖于 ∆z 趋近于 0 的

路径.



CHAPTER 1 复变函数 4

Definition 1.2.2 (多值函数).若在区域 G 内，复数 z ∈ G 有多个复数 w0, . . . , wn 与之对应，w

和 z 的映射关系记为 f，则 f 称为定义在 G 上的多值函数.

实际上，我们所接触的多值函数就三种： n
√
z, ln z, zα. 多值函数虽然名字中叫“函数”，实际上

根本不是函数. 函数要求是一个自变量被映射到唯一的另一个自变量，显然多值函数不满足这一点.
多值函数的多值性来自于宗量相位的多值性. 因此多值函数中可以定义分支点.

Definition 1.2.3 (分支点).对于多值函数 w = f (z)，∃r > 0，当自变量 z 绕圆周 |z − z0| = r

一周回到原处时，因变量 w 值不还原，且 r → 0 时，w 仍旧不还原，则 z0 就是一个分支点. 当
z 绕 z0 点 n 周时 w 复原，则称该点为多值函数的 n− 1 阶分支点.

无穷远点也可以是分支点，只需要作变换 z = 1/t ，考察 t = 0 是否是分支点即可.
我们不难发现，只要我们限制自变量不要在分支点上绕圈圈，就不会产生多值现象. 同时，多值

函数之所以不是函数，是因为其将一个点映射到多个点，因此，我们可以“稀释”一下定义域，将

定义域变成多个复平面，从而使得定义域到值域变成是一一对应的，这样我们就可以用解析函数的

各种性质了.
因此，我们人为在两个分支点之间连线（不一定是直线），从而得到割线，并要求如果自变量 z

经过了割线，就要变更复平面. 我们可以想象不同的复平面是不同的层，割线就是不同层的“楼梯”，
经过割线就会升降层从而进入不同的复平面，在可视化上就相当于将不同层的割线“粘”起来. 这
样得到东西就是所谓的 Riemann 面.

图 1.1:
√
z 的 Riemann 面可视化

常见的多值函数的分支点和割线如下：

• 根式函数 n
√
z：分支点：0,∞，割线：{z|argz = 0}

• 对数函数 ln z：分支点：0,∞，割线：{z|argz = 0}

• 幂函数 zα：分支点：0,∞，割线：{z|argz = 0}

1.3 复变积分

Definition 1.3.1 (复变积分).设 C 是分段光滑的曲线，则复变积分可以定义为两个实变线积分

的组合：
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∫
C

f (z) dz =

∫
C

(u+ iv) (dx+ idy)

=

∫
C

(udx− vdy) + i
∫
C

(vdx+ udy)

一般说来, 复变积分的数值, 不仅依赖于被积函数和积分路径的端点, 而且还依赖于积分路径本
身.

1.4 Cauchy 定理

1.5 复变级数

1.6 留数定理
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