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Chapter 1

变分法

1.1 变分法计算法则

在变分运算中，有如下几条简单的计算法则：

• 变量函数有且只有一级变分

δ2y = 0

• 线性律

δ(αG+ βF ) = αδG+ βδF

其中 α, β 为常数.

• Leibniz 律

δ(FG) = FδG+GδF

• 复合函数变分

δF (y, y′, x) =
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′

这里计算法则同微分类似，只需要简单把微分运算中的“d”换成变分运算中的“δ”即可，需

要注意，引起 F 变化的原因不包含自变量 x .

• 同导数交换次序

δ
dy
dx =

dδy
dx

• 同积分交换次序

δ

∫ b

a

F dx =

∫ b

a

δF dx

另外，对于函数的 Taylor 展开可以类比到变分运算中，如下

S[L+ δL] = S[L] + δS[L] + 1

2!
δ2S[L] · · ·

1
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1.2 变分法求极值

对于如下泛函 S[L]

S[L] =
∫ t2

t1

dtL (qi, q̇i, t)

要使得上述泛函取得最值，只需要其一级变分为 0，对上式求变分，可得

δS =

∫ t2

t1

dt δL(qi, q̇i, t)

=

∫ t2

t1

dt
(
∂L
∂qi

δqi +
∂L
∂q̇i

δq̇i

)
上式第二项运用分部积分法有∫ t2

t1

∂L
∂q̇i

δq̇i dt =
[
∂L
∂q̇i

δqi

]t2
t1

−
∫ t2

t1

dt δqi
d
dt

∂L
∂q̇i

注意到有 δqi(t1) = δqi(t2) = 0，因此上式第一项为 0，于是有

δS =

∫ t1

t2

δqi dt
(
∂L
∂qi

− d
dt

∂L
∂q̇i

)
由于 δqi 的任意性，要使得上式恒等于 0，则有

∂L
∂qi

− d
dt

∂L
∂q̇i

= 0 (1.2.1)

上式即为著名的 Euler-Lagrange 方程，简称 E-L 方程.
在导出 E-L 方程时，需要运用到下面的重要引理：

Lemma 1.2.1 (变分学基本引理).设 ϕ(x) 为连续函数，η(x) 具有连续的二阶函数，并且满足

η(x)|x=x0
= η(x)|x=x1

= 0. 若对于任意的 η(x)，有∫ t2

t1

ϕ(x)η(x) dx = 0

成立，则必有 ϕ(x) = 0 恒成立.

对于上面的 E-L 方程，还可以使用如下更易于理解的方式进行推导.
对于如下泛函 S[L]

S[L] =
∫ t2

t1

dtL(qi, q̇i, t)

令 Qi = qi + αηi ，Q̇i + q̇i = αη̇i，其中 ηi 为任意函数（要求 ηi(t0) = ηi(t1) = 0），于是 S 可以看

为是 α 的函数，如下

S(α) =

∫ t2

t1

dtL(qi + αηi, q̇i + αη̇i, t)

要使得 S 取到极值，则 dS
dα = 0. 注意到 ∂(qi+αηi)

∂qi
= 1，因此有

dS
dα =

∫ t2

t1

dt
(
ηi
∂L
∂qi

+ η̇i
∂L
∂q̇i

)
= 0

对第二项使用分部积分，有∫ t2

t!

dt
(
η̇i
∂L
∂q̇i

)
=

[
ηi
∂L
∂q̇i

]t2
t1

−
∫ t2

t1

ηi
d
dt

∂L
∂q̇i

= −
∫ t2

t1

ηi
d
dt

∂L
∂q̇i
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因此有
dS
dα =

∫ t2

t1

ηi dt
(
∂L
∂qi

− d
dt

∂L
∂q̇i

)
= 0

由于 ηi 的任意性，因此有
∂L
∂qi

− d
dt

∂L
∂q̇i

= 0

即之前推导的 E-L 方程 (1.2.1).
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Chapter 2

作用量与运动方程

2.1 虚功原理和 d’Alembert 原理

若一个体系受力平衡，则对于某一满足运动方程和约束方程的任意的小位移 δx，有：∑
i

Fiδxi = 0

现在，我们将体系所受到的力 Fi分为主动力 F a
i 和约束力 F c

i，并且假设约束力不做功，即
∑

i F
c
i = 0，

因此有： ∑
i

F a
i δxi = 0

这个结论被称为静力学中的虚功原理.
类似的，对于非静力学，我们可以引入所谓的“惯性力”从而可以使用静力学的方法来进行分

析. 因此，上面的虚功原理可以改写为：

Theorem 2.1.1 (d’Alembert原理).在一个有完整约束的力学体系中，对于一个满足运动方程和
约束方程的任意的小位移 δx，其主动力 F a

i 满足：∑
i

(F a
i − q̇)δxi = 0

这个原理可以看成是分析力学的一个基本原理.

2.2 从牛顿定律到 Lagrange 量

现在假定我们仅仅考虑完整约束的力学体系. 我们选取 n 个独立的广义坐标 qi，则 xi 可以写

成这 n 个广义坐标和时间1的函数.

xi = xi(q1, q2, · · · , qn, t)

因此，在某一时刻 t，任意小位移 δxi 可以写为
2：

δxi = xi(δq1, δq2, · · · , δqn, t)
1很显然，qi 到 xi 的映射关系可能随时间变化.
2这里在计算任意小位移的时候不需要将 t 改为 δt，显然在某一时刻 t 的任意小位移与 t 的小变化无关. 这里与微分不完全相同，需要

注意区分.

4
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对于主动力，有：

F a
i δxi = F a

i · ∂xi

∂qj
δqj = Qjδqj

这里我们定义广义力：Qj = F a
i

∂xi

∂qj
. 并且这里使用了 Einstein 求和约定，下文中在没有歧义和特殊

说明的情况下默认使用 Einstein 求和约定.
对于动量的关于时间的导数，有：

ṗiδxi = mẍ · δxi = mẍi ·
∂xi

∂qj
δqj (2.2.1)

注意到：

vi =
dxi

dt =
∂xi

∂qj
q̇j +

∂xi

∂t

因此有：∂ẋi

∂q̇j
= ∂xi

∂qj
. 带入 (2.2.1)，有：

mẍi ·
∂xi

∂qj
= m

d
dt

(
ẋi ·

∂xi

∂qj

)
−mxi ·

d
dt

∂xi

∂qj

=
d
dt

(
∂

∂q̇j

(
1

2
mẋ2

i

))
−mẋi

∂xi

∂qj

=
d
dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj

因此，由 d’Alembert 原理（定理 2.1.1），有：(
d
dt

∂T

∂q̇j
− ∂T

∂qj
−Qj

)
δqj = 0

由于 δqi 的任意性，因此有
d
dt

∂T

∂q̇j
− ∂T

∂qj
= Qj

这个式子便是 Eular-Lagrange 方程（的一种形式）. 对于广义力，假设其因某一个保守势，则有：

Qj = F a
i · ∂xi

∂qj
= − ∂V

∂xi

∂xi

∂qj
= −∂V

∂qj

因此，前面的 Eular-Lagrange 方程可以改写为：
d
dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= 0, L = T − V

这便是我们常见的 Eular-Lagrange 方程和对应的 Lagrange 量.

2.3 Hamilton 原理

在上面的讨论中我们从牛顿定律得到了 Eular-Lagrange 方程以及对应的 Lagrange 量. 下面我
们通过另外的方法来得到这一定理，并且这一方法更通用且更能体现对称性在物理学中的重要性.
如果一个力学体系可以完全由一系列变量 q1, q2, · · · , qi 来描述，则称这一组变量为该力学体系

的广义坐标. 一个力学体系的所有广义坐标 qi 构成一个“空间”，称为该力学体系的位形空间. 需要
注意，力学体系的位形空间一般不是一个平直的空间，而且其拓扑结构往往也不是平庸的.一个力学
体系的所有广义速度 q̇i 也构成一个“空间”.对于位形空间中的一点，其所有的广义速度构成的“空
间”称为位形空间（流形）的切丛3.
在整个经典力学乃至整个物理学中，有如下极其重要的定理4

3这里与微分几何有很大关联，更详细的内容需要查阅微分几何有关书籍
4“Hamilton 原理”也被称为“最小作用量原理”
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Theorem 2.3.1 (Hamilton 原理).任意力学体系中都存在一个与运动相关的量，称为最小作用
量，记作 S，其为一个 Lorentz 标量. 如果一个力学体系在 t1 和 t2 时刻分别由广义坐标 q

(1)
i ，q

(2)
i

描写，则作用量 S 可以描述为在这两个位形中各种可能轨道的泛函.

S =

∫ t2

t1

dtL(qi, q̇i, t)

这里的被积函数 L 被称为 Lagrange 量. 该力学体系从 t1 到 t2 的实际轨迹满足作用量 S 取极

值.a

a由于自由粒子的质量为正值，故一般而言作用量 S 取的是最小值.

要得到一个特定力学体系的作用量，最常用的方法是从体系的对称性出发，从而构建出相应的

Lorentz标量.从最小作用量出发，要求解出力学体系的运动方程，则可以通过前文 §1.1的变分法得
到.

一旦给定了一个力学体系的 Lagrange 量（作用量），根据 Hamilton 原理和变分法可知，体系
的运动方程由 E-L 方程(1.2.1) 决定. 因此，经典力学体系的性质完全由 Lagrange 量（作用量）决
定，其包含了体系所有的力学信息.

我们定义该力学体系中与某个广义坐标 qi 共轭的广义动量
5 pi:

pi =
∂L
∂q̇i

(2.3.1)

因此，前文的 E-L 方程 (1.2.1) 又可以写为:

dpi
dt =

∂L
∂qi

(2.3.2)

由于 (2.3.2) 与牛顿力学中的方程类似，方程的右边又被称为广义力.

2.4 相对论下自由粒子的运动方程

由于作用量是一个 Lorentz 标量，在相对论中我们所能想到的最简单的 Lorentz 标量就是世界
线长度，因此，对于一个相对论下的自由粒子，其作用量可以写成如下形式

S = α

∫
ds

其中 ds =
√

dxµ dxµ 为世界线线元，α 则是一个常量. 为了兼容传统的牛顿力学，可以得到6 α =

−mc，因此有

S = −mc

∫
ds

5又称为正则动量
6此处可以参考 Landau 的《场论》第二章，之后再补充
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对上式做变分，有

δS = −mc

∫
δ(ds) = −mc

∫
dτ δ

(√
dxµ

dτ
dxµ

dτ

)

= −mc

∫
dτ δ

(√
uµuµ

)
(令 uµ =

dxmu

dτ 、uµ =
duµ

dτ )

= −mc

∫
dτ uµδu

µ

√
uµuµ

= −mc

∫
dτ uµ√

uµuµ

dδxµ

dτ (δuµ = δ
dxµ

dτ =
dδxµ

dτ )

= mc

∫
dτ δxµ d

dτ
uµ√
uµuµ

−mc

[
δxµ uµ√

uµuµ

]finish
start

上式由于为固定起点到终点的变分，因此第二项恒为 0. 因此可以得到自由粒子的运动方程为

d2xµ

dτ 2
= 0 (

√
uµuµ = c) (2.4.1)

也就是匀速直线运动.

2.5 相对论下与标量场相互作用粒子的运动方程

如果一个外场本身是一个无量纲的 Lorentz 标量（也就是标量场7），一个相对论性粒子与其相

互作用的作用量可以写成8

S = −mc

∫
ds eΦ(x)

同样，对上式做变分

δS = −mc

∫
dτ δ

(
eΦ
√

uµuµ
)

= −mc

∫
dτ
[√

uµuµeΦδΦ+
eΦuµδu

µ

√
uµuµ

]
= −mc

∫
dτ
[√

uµuµeΦ
∂Φ

∂xµ
δxµ +

eΦuµ√
uµuµ

dδxµ

dτ

]
对第二项使用分部积分并同样由于为固定起点和终点的变分，因此丢掉边界项，得到∫

dτ eΦuµ√
uµuµ

dδxµ

dτ = −
∫

δxµ dτ d
dτ

eΦuµ√
uµuµ

带入回原式，由变分学基本引理，可得

c2eΦ
∂Φ

∂xµ
=

d(eΦuµ)

dτ = eΦ
(

d2xµ

dτ 2
+

dxµ

dτ
∂Φ

∂xν

dxν

dτ

)
进一步化简，注意到 ds = c dτ，可得

d2xµ

ds2 +
dxµ

ds
∂Φ

∂xν

dxν

ds =
∂Φ(x)

∂xµ
(2.5.1)

此即为相对论性粒子与标量场相互作用下的运动方程.
7比如高能物理中的 Higgs 场
8也许这么写是为了在非相对论极限下退化成经典的势能，我不太确定
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2.6 非相对论极限与弱场近似

对于一个在标量场中的粒子，其作用量为：

S = −mc

∫
ds eΦ(x) = −mc2

∫
dt
√

1− v2

c2
eΦ(x,t)

因此其 Lagrange 量为：

L = −mc2
√

1− v2

c2
eΦ(x,t)

若粒子速度 v ≪ c 且标量场 Φ(x, t) = V (x,t)
mc2

同时 V (x, t) ≪ mc2，分别对
√
1− v2

c2
和 eΦ(x,t) 展开，

有： √
1− v2

c2
≈ 1− 1

2

v2

c2
, eΦ(x,t) ≈ 1 +

V

mc2

因此：

L ≈ −mc2
(
1− 1

2

v2

c2

)(
1 +

V

mc2

)
= −mc2

(
1− 1

2

v2

c2
+

V

mc2
− 1

2

v2

c2
V

mc2

)
= −mc2

(
1− 1

2

v2

c2
+

V

mc2

) (
1

2

v2

c2
V

mc2
为更高阶的小量，略去.

)
=

1

2
mv2 − V −mc2

上面式子中 mc2 为常量，可略去. 因此，在非相对论极限和弱场近似下的在标量场中的粒子的 La-
grange 量为：

L = T − V, T =
1

2
mv2

可见，这一 Lagrange 量与我们所熟悉同牛顿运动定律导出的 Lagrange 量相同.
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对称性与守恒律

3.1 时间平移不变性与能量守恒

对于一个力学系统，如果其 Lagrange 量不显含时间1，则有

dL
dt =

∂L
∂qi

q̇i +
∂L
∂q̇i

q̈i

同时，注意到
dpiq̇i

dt = ṗiq̇i + piq̈i

根据前文 (2.3.1) 和 (2.3.2) 可知，上述两个表达式右边相等，因此，构造

E = piq̇i − L

于是有 Ė = 0，即 E 守恒，它就是系统的能量.

3.2 空间平移不变性与动量守恒

下面我们考察直角坐标系下的空间平移不变性，若一个力学系统的 Lagrange 量在如下变换中
保持不变

xi → xi + x0

因此，有 ∑
i

∂L
∂xi

= 0

根据前文 (2.3.2) 可知，有
dP
dt = 0, P =

∑
i

∂L
∂ẋi

=
∑
i

pi

即空间平移不变性导致系统动量守恒.
在前文的讨论中，我们是在直角坐标系下进行的. 我们看到，如果系统的 Language 量在直角坐

标下具有空间平移不变性，则该力学系统的动量守恒. 进一步推广，对于任意广义坐标 qi. 如果力学
系统的 Lagrange 量不显含某一广义坐标 q1，则根据前文 (2.3.2) 显然可知该广义坐标 qi 所共轭的

广义动量 pi 一定守恒. 我们称力学系统的 Lagrange 量中不出现的广义坐标为循环坐标. 因此，我
们可以说循环坐标所对应的广义动量是守恒的.

1这里不显含时间的意思是其 Lagrange 量不含有 t，但可以出现关于 t 的导数.

9
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3.3 空间转动不变性与角动量守恒

下面我们考察直角坐标系下的空间转动不变性. 我们考虑绕空间中某轴旋转的一个角度 δϕ，因

此位矢和速度的变换如下：

xi → xi + δϕ× xi, vi → vi + δϕ× xi

因此：

δxi = δϕ× xi, δvi = δϕ× vi

于是，Lagrange 量在变换后的差值为：

δL =
∑
i

(
∂L
∂xi

δxi +
∂L
∂vi

δvi

)
=
∑
i

[
∂L
∂xi

· (δϕ× xi) +
∂L
∂vi

· (δϕ× vi)

]
= δϕ ·

∑
i

[
xi ×

∂L
∂xi

+ vi ×
∂L
∂vi

]
= δϕ ·

∑
i

(xi × ṗi + ẋi × pi)

= δϕ · d
dt

(∑
i

xi × pi

)

如果 Lagrange 量满足此轴的空间转动不变性，那么上式差值为 0. 由于 δϕ 的任意性，因此有

dL
dt = 0

即 L 守恒. 其中 L =
∑

i xi × p 正是我们所熟悉的角动量. 因此，空间转动不变性导出了角动量守
恒.

3.4 Noether 定理

Theorem 3.4.1 (Noether 定理). Lagrange 量的一个对称性 ⇔ 一个守恒量

对于粒子物理2，为了保证在变换后的动力学性质一样，我们要求其作用量不变，即变换后的

Lagrange 量相比变化前的 Lagrange 量多一个对时间的全导数，因为当 L → L+ dG
dt 时，有：

δS′ =

∫
dt
(
L+

dG
dt

)
= δS +

∫
dt
(

dδG
dt

)
= δS +

∫
dt d

dt
∂G

∂qi
δqi

= δS +

[
∂G

∂qi
δqi

]t2
t1

= δS

2与之相对应的场论中，场论中的 Noether 定理较为复杂，之后在进行补充.
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也就是若要让变换后运动学方程不变，则要求：

δL =
dG
dt

由于：

dG
dt = δL =

∂L
∂qi

δqi +
∂L
∂q̇i

δq̇i

=
d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
δqi +

∂L
∂q̇i

δq̇i

利用 Leibniz 律，我们有：
d
dt

(
∂L
∂q̇i

δqi −G

)
= 0

因此我们可以定义一个不随时间变化的守恒量 J：

J =
∂L
∂q̇i

δqi −G (3.4.1)

3.4.1 空间平移不变性

现在我们利用 Noether 定理来推导我们所常见的一些守恒量. 对于一个常质量自由粒子，其
Lagrange 量为3：

L =
1

2
mq̇2

显然 Lagrange 量不依赖与 q，因此此 Lagrange 量在空间平移变换 q → q + a 不变（δL = 0），因

此，对应的守恒量为：

Jtrans =
∂L
∂q̇

a = mq̇a

由于 a 的任意性，我们可以得到 p = mq̇ 守恒. 即我们所常见的动量守恒.

3.4.2 时间平移不变性

现在我们来考虑时间平移不变性. 假设一个无穷小的时间平移不变性 t → t+ ϵ，那么有：

δL =
∂L
∂qi

∂qi
∂t

ϵ+
∂L
∂q̇i

∂q̇i
∂t

ϵ+
∂L
∂t

ϵ =
dL
dt ϵ

因此，我们可以取 G = L，使得 δL = dG
dt . 注意到在变换一段小时间 ϵ 后，其 qi 变化了 q̇i，即

δqi = q̇i，因此，对应的守恒量为：

Jtime =
∂L
∂q̇i

q̇i − L = piq̇i − L

一般我们把这个守恒量称作 Hamilton 量，一般情况下其代表了系统的总能量. 比如对于一个在保
守势场中的粒子，其 Lagrange 为 L = 1

2
mq̇2 − V (x)，那么其 Hamilton 量为：

H =
∂L
∂q̇

q̇ − L =
1

2
mq̇2 + V (x)

可见此 Hamilton 量就是粒子的能量，其守恒便对应了能量守恒. 同时，我们一般把从 Lagrange 量
到 Hamilton 量的变换称作 Legendre 变换.

3可以从前面的 §2.4 做非相对论极限的近似得出.
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3.4.3 空间转动不变性

再次考虑对于一个常质量自由粒子，其 Lagrange 量为 L = 1
2
mq̇2，不依赖与 q，因此考虑一个

绕轴矢量为 a 的无穷小旋转4：qi → qi + ϵijkqjak，因此 δqi = ϵijkqjak. 由于在此变换下 Lagrange
量不变（δL = 0），因此其对应的守恒量是：

Jrot =
∂L
∂qi

ϵijkqjak = (p× q) · a

由于 a 的任意性，我们可以得到 L = p× q 守恒，即我们常见的角动量守恒.

3.4.4 Boost 不变性

同样我们考虑一个常质量自由粒子的 Lagrange 在 Boost 变换下的不变性. 在低速状态下的
Boost 变换即所谓的 Galileo 变换5. 即 q → q + vt，q̇ → q̇ + v，其中 v 为某个常值速率. 因此：

δL =
1

2
m(q̇ + v)2 − 1

2
mq̇2

= mq̇v +
1

2
mv2

≈ mq̇v

上式计算中注意到所做的 Boost 变换为一个无穷小变换，也就是 v 为无穷小量，因此在最后舍去了

v 的高阶无穷小量. 上式等于下面函数的全导数:

G = mqv

因此，我们可以得到对应的守恒量：

Jboost =
∂L
∂q̇

δq −G = pvt−mqv

除去 v 后，我们得到：

J̃boost = pt−mq

这个守恒量并不常见，其依赖于初始值 t的选取，但我们可以注意到，若选取合适的初始值使其为 0，

那么其意味着此守恒量一直为 0. 其意味着质心运动定理. 也就是我们可以通过一个合适的 Galileo
变换使得其质心速度始终为 0.
作为总结，我们可以得到如下关系：

• 空间平移不变性 ⇒ 动量守恒
• 时间平移不变性 ⇒ 能量守恒
• 空间转动不变性 ⇒ 角动量守恒
• Boost 不变性 ⇒ pt−mq 守恒（质心运动定理）

Noether定理告诉了我们为什么上面这些守恒量（或定理）在物理学中如此常见. 只要我们有此
类对称性，我们便可以得到这类守恒量. Noether 定理建立了对称性与守恒量之间的关系，并提供了
一个至关重要的思想：描述自然的物理量等同于其对应对称性的的生成元.

4这里为了简便计算使用指标表示法，在下面的计算中也可以感受到指标表示法的简洁性和优越性.
5与之相对的便是高速下的 Lorentz 变换，其在非相对论极限下便是 Galileo 变换.
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随想

4.1 Lagrange 量的唯一性

4.1.1 Goldstein 中的原题

在 Goldstein 的理论力学习题中有如下一道题

Question 4.1.1. 一质量为 m 的质点作一维运动，其 Lagrange 量为

L =
m2ẋ4

12
+mẋ2V − V 2

式子中 V 是 x 的某一可微函数。求 x(t) ，并描述其物理意义。

Solution.
∂L
∂ẋ

=
1

3
m2ẋ3 + 2mẋV

d
dt

∂L
∂ẋ

= m2ẋ2ẍ+ 2mẍV + 2mẋ2 ∂V

∂x
∂L
∂x

= (mẋ− 2V )
∂V

∂x

上式带入 E-L 方程，可得
∂L
∂x

− d
dt

∂L
∂ẋ

= 0

−2(T + V )

(
mẍ+

∂V

∂x

)
= 0

其中 T = 1
2
mẋ2.

由于 (T + V ) 等于能量为定值，因此上面方程等价于

mẍ = −∂V

∂x

即牛顿体系下经典的运动方程.
另外，我们还可以构造其 Hamilton 量，对上面 Lagrange 量做 Legendre 变换，有

H = pq̇ − L = (T + V )2

可见其 Hamilton 量为能量 E 的平方.

13
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4.1.2 借助 Hamilton 量构造等价的 Lagrange 量

从上面的例题中可以看出，满足 mẍ = − ∂xV 的 Lagrange 量不单是 L = T − V，还存在有

其他的等价的形式1. 由前文的 Hamilton 量为能量 E 的平方我们可以猜想，要构造其他的等价的

Lagrange 量，只需要让 Hamilton 量为能量 E 的不同次方即可.
我们假设：

H = (T + V )n, L =
n∑

i=0

aiT
iV n−i

则其广义动量为（注意到 ∂T
∂q̇

= mq̇）：

p =
∂L
∂q̇

=

n∑
i=0

[
i · aiV n−iT i−1mq̇

]
对上面的 Lagrange 量做 Legendre 变换，有：

H = pq̇ − L

=
n∑

i=0

[
iaimq̇2V n−iT i−1 − aiT

iV n−i
]

=
n∑

i=0

[
(2i− 1)aiT

iV n−i
]

又由于：

H = (T + V )n =
n∑

i=0

Ci
nT

iV n−i

因此有：

ai =
Ci

n

2i− 1

于是，我们可以得到一系列的等价的 Lagrange 量：

• 当 n = 1 时，L = T − V

• 当 n = 2 时，L = 1
3
T 2 + 2TV − V 2

• 当 n = 3 时，L = 1
5
T 3 + T 2V + 3TV 2 − V 3

不难验证，上面的式子都等价于牛顿体系下经典的运动方程.

4.1.3 借助牛顿第二定律构造等价的 Lagrange 方程

在最开始的例题中，通过 Lagrange 方程所得到的运动学方程为：

2(T + V )(mẍ+
∂V

∂x
) = 0

因此，我们猜测，通过在牛顿第二定理（mẍ+ ∂xV = 0）乘上一些守恒量后反解出对应的 Lagrange
量便可以得到其他等价的 Lagrange 量. 根据例题的形式，我们可以猜测其他等价的运动学方程满
足：

c1(T + V )n−1(mẍ+
∂V

∂x
) = ci(mq̈ + V ′)

n−1∑
i=0

Ci
n−1T

iV n−i−1 = 0

1那这里自然会有一个问题，即为什么经典的 Lagrange 量都选取为 T − V 的形式？笔者认为是因为其形式简单且易从经典的矢量力学

中得到.



DRAFT

4.1 LAGRANGE 量的唯一性 15

其中 c1、n 均为常数. 由于直接反解出对应的 Lagrange 量较为复杂2. 因此我们同样通过待定系数
法来得到对应的 Lagrange 量. 假设

L =
n∑

i=0

aiT
iV n−i

因此有（注意到 ∂ q̇T = ∂ q̇
1
2
mq̇2 = mq̇）：

∂L
∂q̇

=
n∑

i=0

iȧimq̇T i−1V n−i

d
dt

∂L
∂q̇

=
n∑

i=0

iaim
[
q̇T i−1(n− i)V n−i−1V ′q̇ + q̈T i−1V n−i + q̇V n−i(i− 1)T i−2mq̇q̈

]
=

n∑
i=0

iaim
[
(n− i)q̇2V ′T i−1V n−i−1 + (2i− 1)q̈T i−1V n−i

]
∂L
∂q

=
n∑

i=0

aiT
i(n− i)V n−i−1V ′

上面的 V ′ 表示 ∂xV . 带入 E-L 方程，得到运动学方程为：

d
dt

∂L
∂q̇

− ∂L
∂q

=
n∑

i=0

[
iaim

[
(n− i)q̇2V ′T i−1V n−i−1 + (2i− 1)q̈T i−1V n−i

]
− aiT

i(n− i)V n−i−1V ′]
=

n∑
i=0

[
ai(2i− 1)(n− i)V ′T iV n−i−1 + ai(2i− 1)imq̈T i−1V n−i

]
=a0(2 · 0− 1) · 0 ·mq̈T−1V n + an(2n− 1)(n− n)V ′TnV −1

+
n−1∑
i=0

[
ai(2i− 1)(n− i)V ′T iV n−i−1 + ai+1(2i+ 1)(i+ 1)mq̈T iV n−i−1

]
=

n−1∑
i=0

[ai(n− i)(2i− 1)V ′ + ai+1(2(i+ 1)− 1)(i+ 1)mq̈]T iV n−i−1

上面的运动学方程中如果我们想继续化简从而凑出 (mq̈ + V ′) 的因子，就要求有：

ai(2i− 1)(n− i) = ai+1[2(i+ 1)− 1](i+ 1)

记 bi = ai(2i− 1)，因此有 bi(n− i) + bi+1(i+ 1)，因此：

bi =
bi−1

n
=

(1 · 2)bi−2

n(n− 1)
· · ·

因此 bi = Ci
n，ai =

Ci
n

2i−1
. 因此

d
dt

∂L
∂q̇

=
n−1∑
i=0

Ci
n(n− i)(mq̈ + V ′)T iV n−i−1

=
n−1∑
i=0

n(mq̈ + V ′)Ci
n−1T

iV n−i−1

= n(mq̈ + V ′)
n−1∑
i=0

Ci
n−1T

iV n−i−1

= n(mq̈ + V ′)(T + V )n−1

2这类问题也被称作“变分问题的反问题”，参考梅凤翔《微分方程的分析力学方法》.
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此形式与我们所假设的形式相同，因此，我们可以得到我们所假设的运动方程的常数 c1 = n，其对

应的 Lagrange 量为：

L =
n∑

i=0

aiT
iV n−i, ai =

Ci
n

2i− 1

这与我们借助 Hamilton 量构造的等价的 Lagrange 量相同3.

3通过 Hamilton 量得到的 Lagrange 量的过程严格来说其实并不能说明其等价，但通过解 E-L 方程得到运动学方程的方式则可以严格
说明其等价.
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